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®YZIKH.—Drehimpuls - und Schwerpunktsatz in der Diracschen
Theorie des Elektrons®, oz A. Papapetrou. *Avexowddn Omo
7. K. MahtéCov.

1. In der speziellen Relativititstheorie hingen Drehimpuls- und Schwer-
punktsatz eng miteinander zusammen, indem sie sich in eszem tensoriellen

Erhaltungssatz zusammenfassen lassen!:
J= cefist. (1)

Der raumliche Teil dieser Gleichung stellt den Drehimpulssatz dar, wihrend
der raumzeitliche Teil den Schwerpunktsatz zum Ausdruck bringt.

In der vorliegenden Arbeit werden dhnliche Betrachtungen fiir die
Diracsche Theorie des Elektrons aufgestellt. Es wird sich dabei zeigen,
dass man auch hier zu einer Gleichung der Form (1) gelangt, welche den
Drehimpuls- und Schwerpunktsatz in sich enthélt. Ferner wird diesmal
mit dem raumezeitlichen Teil von (1) noch der Satz iiber die Zitterbewegung
des Wahrscheinlichkeitsmittelpunktes zusammenhéngen.

2. Wir verwenden die reellen Koordinaten

x=(x,y,2,ct), (2)
mit dem in der speziellen Relativitdtstheorie iiblichen Fundamentaltensor
811 =g =g =1, gu=—1 (gx=0 fiir i=k). - (3)

Dann lauten die kovarianten Komponenten des Energie-Impulsoperators
in der Diracschen Theorie des Elektrons?:

[ h @ h o h @ h o _n,
EESE s T cTwmh g W
und die kontravarianten wegen (3):
h o h © h o h 0
et 2 = B 5 B L8
P—( i ex" i oy’ i 0z +i cat) (42)

Bekanntlich stellen in dieser Theorie die mit den drei ersten Diracschen
Matrizen ay, a,, o, und der Einheitsmatrix gebildeten Grossen

—C ‘P*“ﬂp, —C w*“‘z‘i’, Ea > ‘P*GS\P, $.¢ W*W

% A, MATIATIETPOY. — KivnTinn ponf xai névipov Bapovg eig v Bzwpiav 10D Mayvntined nAEx-
Tpoviov (Dirac).

! Vgl. A. PAPAPETROU, Praktika de I’ Académie d’Athénes, 14, 1939, S. 540; im folgen-
den als A zitiert.

? Vgl. L. de BroGgLIE, L’électron magnétique, Paris, Hermann & Cie, 1934.
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einen kontravarianten Vektor, den Strom - Dichtevektor dar'. Dieser Tat-
sache entsprechend wollen wir den symbolischen Vierervektor

ar=(oy, &, az,—1) (5)
einfithren, wodurch der Strom-Dichtevektor die einfache Form
St = — cytary (6)

annimmt. Die vierte Diracsche Matrix wollen wir mit «, bezeichnen, und
schreiben daher die Diracgleichung fiir den uns interessierenden krifte-
freien Fall in der Form?:

(arpy, + ctomo ) p=0. (7)

3. Als «Materietensor» fithren wir den Ausdruck
Th= —cp*arpry (8)

ein, welcher weiter unten durch korrespondenzmissige Betrachtungen in
§ 10 gerechtfertigt wird. Man bestétigt leicht, dass es sich tatsichlich um
die kontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Stufe handelt. Ferner
kann man durch Anwendung von (7) ohne Miihe zeigen, dass der so defi-
nierte Tensor den Gleichungen

oTAr

- ©)
geniigts. Integriert man nun Gln. (9) auf einer Hyperebene x¢=ct=const,
so folgt daraus der Energie-Impulssatz: Die Erwartungswerte von Energie
und Impuls sind von der Zeit unabhingig und bilden einen Vierervektor:

=
%fT‘“dVZG”:COHSt; (G, G2 GY =G, G4=—}j" (10)

T4 ist im allgemeinen komplex; bei der Integration in (10) fillt aber der
imagindre Teil weg, so dass die Werte G* reell sind.

4. Im Gegensatz zur speziellen Relativititstheorie ist der durch (8)
definierte Tensor T™ nicht symmetrisch. Daher lisst sich der Momenten-
satz (1) im vorliegenden Fall nicht durch einfache Wiederholung der in A
gegebenen Beweisfiihrung gewinnen. Man {iberlegt sich aber leicht, dass
dieses Verhalten mit der Existenz des inneren Drehimpulses (Spin) des

1 w“&.w wird als Abkiirzung fiir Sxyia yx verwendet.
? Summation {iber zweimal, oben und unten auftretende Tensorindizes.
* Vgl. H. TETRODE, ZS. f. Phys., 49, 1928, S. 858.
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Elektrons zusammenhingt. Beim Pol-Dipol-Modell des Elektrons! ist nim-
lich der Drehimpuls nicht durch die dem Ausdruck (5) von A entsprechende

einfache Formel
= __)_;\7
=G
gegeben, sondern tritt daneben noch ein den Spin darstellender Zusatz-

term ein:

—_ >—> > >

J :[r G] +C[T u].
Auch beim Spinelektron hat man also neben dem Ausdruck A, (5) fiir
F*w noch einen Zusatzterm zu erwarten. Dieser Zusatzterm ldsst sich durch
korrespondenzmissige Ubertragung der fiir das Pol-Dipol-Modell gelten-
den Formel bestimmen, wie wir im letzten Abschnitt dieser Arbeit zeigen

werden. Hier wollen wir uns mit der Angabe der endgiiltigen Formel fiir

FMw begniigen:

hc .
Frwv— Thuarv — Thvpe — - W P (o Mt ¥ — Vi) P (1)

Dabei bedeutet r* den Radiusvektor vom gewihlten Bezugspunkt &* bis zu

der Stelle x*:
thegh—fh, (12)
5. Der tensorielle Charakter ist bei den zwei ersten Termen von (11)
unmittelbar ersichtlich, Dagegen ist beim letzten Term eine Nachpriifung
notwendig. Wir bezeichnen diesen Term mit f* und betrachten zunichst
seinen reellen Teil f+, welcher offenbar alle, und nur diejenigen Kom:-
ponenten umfasst, die zu drei voneinander verschiedenen Indizes 4, u, v

gehoren:
fi»u\':fllw fiir a;‘u:awv:&vl:o‘ (]3)

Fiihren wir die Bezeichnungen
(W=gu.= +1 fiir p=4, —1 fiir p=4 (14)
ein, so gelten die Beziehungen:

arbap = — (A)(n) vt wenn Lz p,  atab=arar wenn A=p;|

‘ (15)

tgl Wi = — (u)ak

! Vgl. H. HoNL und A. PAPAPETROU, ZS. / Phys., 112, 1939, S. 512; im folgenden
als B zitiert. Inshesondere Formel (8g). -
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wie man auf Grund der Vertauschungsrelationen
0,00y, + 0, 0 = 23,5 L pw=0,1,23 (16)
unmittelbar verifiziert. Daher:
Uo@Mito0Y = — (p)okaY, dot¥ oot = — (v)a¥a* = + (p)ata¥, wenn p=v. (17)

Dadurch vereinfacht sich (13) zu
v BE ()i abaray (18)
I 9 :

Man bestdtigt nun unmittelbar, dass der Ausdruck auf der rechten Seite
von (18) in bezug auf jedes Indizespaar schiefsymmetrisch ist. Andererseits
sind die vier Grossen {234 314 f124 123 bis quf einen konstanten Faktor mit
den Komponenten des Spinvektors o* identisch:

fzs4:_% Py =—col, Bli=—ce? fi=—co?
g5 Be e 4 (19)
=5 V10009 = —cof,

welche bekanntlich einen kontravarianten Vierervektor bilden!. Daher
stellt fv einen vollstindig antisymmetrischen Tensor 3. Stufe dar?.

Der imagindre Teil v umfasst diejenigen Komponenten fiw, bei
welchen mindestens zwei Indizes gleich sind. Dabei verschwinden aber alle

Komponenten mit i =v, so dass wir diesen Teil so schreiben diirfen:
fﬁ“’:fkw fiir 8y, oder &), #0. (20)
Man bestdtigt nun leicht, dass sich dieser Teil auch in der Form
Bav=—i 3 (ghS"—ghsH) (21)

schreiben ldsst, wobei St die Bedeutung (6) hat. Gl. (21) zeigt, dass auch
fruv ein Tensor 3, Stufe ist. Dadurch ist der Beweis fiir den tensoriellen
Charakter des gesamten f*w erledigt.

6. Wir haben nun den Beweis dafiir zu erbringen, dass der durch (11)
definierte Tensor F*w den Gleichungen A, (6) geniigt. Dabei diirfen wir
nur den Fall p=v betrachten, da fiir u=v alle Komponenten F™wv ver-

' Vgl. L. pE BROGLIE, 1. ¢, Kap. XVI.
2 Vgl. M. v. LAUE, Die Relativitdtstheorie, Vieweg 1921; 2, § 6.
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schwinden, und Gln. A, (6) identisch erfiillt sind. Fiir v nimmt aber (11)
wegen (17) folgende Form an:

F;‘uv:’pkurv_T“f“"'%E (1) V*iarakavy. (22)

Daraus folgt nun, wenn man (9) und (12) beriicksichtigt:

aFMw . w
e — Twe —Tw 4 BE (p,) \p*m"(x“u" — + ux’“a!‘mxp (23)
X
Wir berechnen zunichst die eckige Klammer auf der rechten Seite
von (23). Durchliuft  die von p und v verschiedenen Werte A, dagegen 1"

die Werte w und v, so wird diese Klammer:

3 5 0 W 0 op* . ., op* .
) |= <017~0.MozV a;’;, + oM arav a;;,,) S <a:l’ 1o + a:%” ia* >au(mp.

Es folgt nun aus (15):

oaMaray = (W) (v) a* o¥ ¥, e ata¥ = — (u) (v) ataY ot
Und daher:

[.]=(u )(v){w Paray <ozA aa"{, — o §3>+l

)l |

Wir schreiben nun die Diracgleichung (7) in der Form:

owp* . ” O
+ —wx,—la"ava“ — WV i
Ox ox

. ’ ” a
1h<a" i ot a“,t,,>+aomoc1p‘—0,

und multiplizieren links mit y*ata¥:

. ’ a " a
hy*iata” (mx 5 \K + ot —w~> + mocYFaray anp — 0. (B)
X X

Dann bilden wir die zu () konjugierte Gleichung!:

oy* vad — ¥ ; pe B
h P loraa a—xﬁmwam P —mecypratay aep=0. (v)

Addieren wir (B) und (y) und vergleichen mit (a), so folgt fiir die zu berech-

1 Durch Verwendung der Beziehung [ffa¢]*=q*af, welche fiir jede hermitische

ua\'uk' e T

Matrix « gilt. In () sind hermitisch die Matrizen ia! a o'y io* e us.
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nende Klammer der einfache Ausdruck:

[...]=—2 (@ W)yHiaaa Y,
ox

Damit wird (23), wenn wir die Summation {iber 2=, v explizite hin-

schreiben, und dabei noch (15) beriicksichtigen:
oFMY hc

. v O he oy
ot = T =T — () S wher o sk b=t %)

Ferner gilt aber nach (8), unter Beachtung von (4) und (14):

T ()

Oy he Oy
* v _ S *
Pray ot ! T‘W—(\) : Pruk ;

oxY
Daher liefert (23a) den zu beweisenden Satz:

thuv
ox*

—0. (24)

Integriert man (24) auf einer Hyperebene x*=ct=const, so folgt
daraus, dass die Volumintegrale von Fw von der Zeit unabhédngig sind,
und einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe bilden. Also formelméssig:

%fF‘i!W dv=1{#"=comsf; (25)

Wir wenden uns sogleich der Diskussion iiber die physikalische Bedeutung
dieser letzten Gleichung zu.

7. Wir betrachten zunéchst eine rdumliche Komponente von Jw, z B.
Jt2. Es ist nach (11):

= %f [T“ rz2— T4zl — % pHoad (aoalogn? — aou?aoa‘)w] dv.
Dieser Ausdruck vereinfacht sich bei Beriicksichtigung von (8), (5) und (16) zu
Jﬂ:—f\p*(rip?—r?p1+ %amﬁxpdv. (26)

J12 ist also bis auf ein Minuszeichen mit der z- Komponente des Drehim-
pulses identisch. Folglich bringt der raumliche Teil von (25) den Drehim-

pulssatz zum Ausdruck:
_>

(—J, —J%, — J)=] = const. (27)
Es ist zu bemerken, dass die Integrale (26) reell ausfallen, obwohl der Inte-
grand im allgemeinen komplex ist.
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Sei nun eine raumzeitliche Komponente Jw betrachtet, z. B. J!4:

hc —— Y*iad (aoalaoat — toatu,al) P dv. (28a)

1 *
14 — fPatipd L1t
J (& ./ [ i »
Diese Formel ldsst sich dhnlich wie J!2 vereinfachen und ergibt:

_]14:_—/1p*<r1p4—r4p1—% al)lpdv. (28)
Wir zerlegen nun die rechte Seite von (28a) bzw. (28) in ihren reellen und
imagindren Teil. Zundchst T44:

hec O he Oy* 0P Op* )
a4 * _ * e AE [k N
= 4 v ot 2i (‘P cot cot w>+ 2i (‘P T L

Der erste Term stellt die «Energiedichte» dar, die wir mit pc? bezeichnen
wollen; wihrend der zweite mit der Ableitung der Wahrscheinlichkeits-
dichte o =1*y nach der Zeit zusammenhéngt:

0
44— 2 Q
T e o 21 cot

Dagegen hat man T*! einfach mit der mit ¢ multiplizierten x- Komponente

der «Impulsdichite» zu identifizieren:
T4 =cg!,

da bei der Integration der imagindre Teil verschwindet (r* ist dabei als
Konstante zu behandeln). Es ergibt sich also aus (28):

h
J‘4—/ rigl—rlpc)dv+1i —/(r1 e Y 0‘1‘1’)
Beriicksichtigen wir noch, dass
fg‘dv:Gl, /ucdv:%, fgdv:],

und fithren dann den Schwerpunkt, oder besser den Energiemittelpunkt s
und den Wahrscheinlichkeitsmittelpunkt w* ein:

s*:%‘/jpx*dv, wh:tfgx“dv, (29)
so folgt schliesslich:

Ju=[GHst =) — (s =) G +i B[S+ [wrawadv]. (30)
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Nun gilt aber nach dem Satz iiber die Zitterbewegung des Wahrschein-
lichkeitsmittelpunktes':

ddl::f ]w*awdv, A—1,2 3. (31)
Daher verschwindet der imagindre Teil von (30). Fordert man dagegen
die Realitdt von Jw von vornherein, so bringt der raumzeitliche Teil von
(25) zundichst die Zitterbewegung zum Auwsdruck. Ferner ergibt der reelle
Teil von (30), in (25) eingesetzt, eine lineare Beziehung zwischen s!—=ct
und st: Der Energiemitlelpunk! bewegt sich geradlinig-gleichfirmig. Der
raumzeitliche Teil von (23) bringt also auch den Schwerpunkisatz, in seiner
klassischen Formulierung, sum Awusdruck.

Es diirfte noch bemerkt werden, dass in die Definition (29) des Ener-
giemittelpunktes die raumzeitliche < Energieverteilung» uc? eintritt, welche
in der Quantenmechanik keine unmittelbare physikalische Bedeutung besitzt.
Physikalisch bedeutet also Gl (25) nur so viel, dass der iibliche dreidimen-

sionale Drehimpulssatz

pY —rVpt+1 % ety =iconst; mw=1, 2,35 O, 0 (32)
zu dem vierdimensionalen Momentensalz
HpY —rVph +1 %vu“uv —=const; wmv=—1_1,234 §,=—0 (38

erweitert werden soll. Dabei bilden die Erwartungswerte dieser Grossen
einen antisymmetrischen Tensor.

8. Die folgenden Ergebnisse lassen sich aus (25) genau wie in der
speziellen Relativititstheorie ableiten und diirfen deshalb ohne ausfiihr-
liche Beweisfiihrung erwédlint werden. Der Energiemittelpunkt bewegt sich
auf einer dem Vierervektor G# parallelen Gerade, die wir als Schwerpuntets-
«nte bezeichnen. Die charakteristische Eigenschaft dieser Gerade ist, dass
in bezug auf einen beliebigen Punkt von ihr die rawmzeitlichen Komponen-
ten Jwv verschwinden. Diese Eigenschaft liefert eine vom Energiemittelpunict
unabhingige Definition der Schwerpunktslinie, welche deshalb sowohl fiir
die Quantenmechanik, als auch fiir die spezielle Relativitdtstheorie von
besonderem Interesse ist. Den Drehimpuls in bezug auf einen beliebigen
Punkt der Schwerpunktslinie wollen wir den znneren Dreliimpuls nennen.

' Vgl. L. bE BROGLIE, l. ¢, Kap. XXI.
30
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Die Schwerpunktslinie ist mit keiner im vierdimensionalen Raum
wohldefinierten Weltlinie identisch, sondern hdngt vom Koordinatensystem
ab. Sind ndmlich fiir einen gegebenen Bezugspunkt bei einem Koordinaten-
system die raumzeitlichen Komponenten J#¢ gleich Null, so werden sie
nach einer Lorentztransformation im allgemeinen nicht mehr verschwin-
den: Beim ersten Koordinatensystem geht die Schwerpunktslinie durch
diesen Punkt, beim zweiten dagegen nicht. Wie sich die Schwerpunktslinie
bei Koordinatentransformationen bewegt, kann man sehr deutlich dadurch
verfolgen, dass man von demjenigen Koordinatensystem (x,) ausgeht, in

welchem der Impuls verschwindet:

Gl=G'=G'=0, G'=2.
Ist ferner J, der innere Drehimpuls in (x.), so ergibt sich fiir die Ver-
schiebung der Schwerpunktslinie beim Ubergang zu einem gegen (x,) mit

L
der Geschwindigkeit v bewegten Koordinatensystem (x) der Wert:

- 1 - >

5S:E—O[VJO]. (34)
Interessant ist noch das Verhalten des inneren Drehimpulses beim Uber-

gang von (X,) zu (x). Zerlegt man nidmlich in Komponenten senkrecht und

parallel zu 3, so gilt der einfache Satz:
Ju:Jom J.L:JO.L\/].—ﬂ’ (ﬁ:%) (35)

9. Es sei noch in Kiirze eine zweite Ableitung des Momentensatzes
(25) angedeutet. Der Tensor T* ist in der Diracschen Theorie nicht ein-
deutig bestimmt: Man kann statt (8) noch andere Ausdriicke, insbesondere

auch eine symmetrische Form dafiir widhlenl. Diese lautet:
T M - [(TH 4 Twh) 4 (T TwA)¥], (36)

Es gelten namlich wieder die Beziehungen:

e’
ox*

=0, < [Twdv=0C, (37)

wobei die G dieselben Werte wie in (10) haben.

' Vgl. H. TETRODE, 1. ¢
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Die Symmetrie von T’ gestattet nun, dass wir die in A gegebene
Beweisfiihrung hier ohne jede Anderung iibernehmen. Wir fiihren also den

Tensor
F/duwv="T"'Mgv __ T ’Avgn (38)

ein, und finden dann genau wie in A:

oF’ Auv
F —0,
ox*

Jw:% fF"hW dv =const. (39)

Wir haben in der letzten Gleichung die Bezeichnung J# wie in (25) ein-
gefiihrt, weil diese Integralkonstanten mit den aus F* folgenden Wer-
ten (25) identisch sind, wie man durch eine einfache Rechnung auf Grund
von (7) bestitigen kann.

Geht man also von dem symmetrischen Tensor (36) aus, so hat der zu
dem Momentensatz fiihrende Tensor F’»v die einfache Form (38): Der
Spin ist in dieser Formel mit enthalten, ohne dass ein zusdtzlicher Term
nach dem Beispiel von (11) nétig sei. Dabei gelangt man natiirlich durch
die beiden Methoden zu denselben Werten fiir die Integralkonstanten G
und Jw. Es sei aber bemerkt, dass bei der zweiten Methode die Zuordnung
von Energie und Impuls zu den Energie-Impulsoperatoren (4a) nicht mehr
direkt ersichtlich ist; ferner ist durch den reellen Ansatz (38) auch der
Zusammenhang der Zitterbewegung mit dem Momentensatz (25) unterdriickt.

10. Wir werden noch einige korrespondenzméssige Betrachtungen hin-
zufiigen, wodurch insbesondere die Aufstellung der Formel (11) erldutert
wird. Wir gehen dabei von der Energiefunktion des Pol-Dipol- Modells aus!:

E=vy0y+v;Gy+v,G, + 2> moc?, (40)

4
die wir mit der Hamiltonfunktion der Diracschen Theorie

H = —c(oypy + 5Pz + t3Ps + oMo ) (41)

vergleichen. Dieser Vergleich fiihrt zu der Zuordnung:

v oz Vz Uo
= > —aq, —L-—>— 0, > — 0y, ——> — . (42)
€ c J 1,

Dabei stellt u* die vierdimensionale Geschwindigkeit des Teilchens dar:

dx?
W= ;

ds

! Vgl. B, Formel (70).
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s ist die Eigenzeit. Daher bedeutet die letzte der Gln. (42):

det)
T ds

y o — T W (43)

Nun gilt fiir irgendeine Grosse f(s):

At a4t ey _ o
— ds cdt ds = % cdt .
Wenden wir diese Beziehung fiir f=x, y, z an, so ergibt sich':
dx dx v
Up= o — Uy g = Uy —— —>Ualo™y, Uy —> Uglhoy, Uy —>Uottomy . (45)
Also, wenn wir (43) und (45) zusammenfassen:
ut —> u,0.t. (46)

Der Faktor u, tritt in diese Formeln ein, ohne dass er sich ndher bestim-
men lésst; er wird aus allen folgenden Ergebnissen herausfallen.

Wir werden in der Fortsetzung noch den Vektor des Dipolmomentes
benétigen, den wir, um eine Verwechselung mit dem Energie-Impulsope-
rator zu vermeiden, mit a* bezeichnen wollen. Wie wir am folgenden Bei-
spiel bestitigen, gilt fiir ihn die Zuordnung:

ad > — ?111_ RN (47)
Uo

=C

Der Energie-Impulsvektor des Pol-Dipol-Modells ist durch folgende
Formel gegeben?:

Gr= I:" cuk+car, (48)

o

Diese Formel gilt bei den Zuordnungen (46) und (47) auch in der Dirac-
schen Theorie ohne jede Anderung. Berechnen wir namlich a! in der Dirac-
schen Theorie, so ergibt sich zunidchst aus (44) und (43):

da' ih d(aoe,)

ales — u Lo S
s o " cat 2¢ % cdt

Ferner gilt:

d(uo(xl)__i_(aq_H _H o y_ 2i
edt  h \"o™ e

(— ploo + almye).

! Wir miissen u, > uotoer; und nicht ueo a0 setzen, um zu der Formel (11) zu
gelangen.
? Vgl. B, Gleichungen (46), (49) und (50).



SYNEAPIA THS 13 IOYNIOY 1940 415

Daher:
cn! —> pl— mecoonl,

wodurch dann aus (48) die zu fordernde Zuordnung

Gl ’:" CUL+ P! - moCan! P! (49a)
o

richtig herauskommt. Ahnlich wird:

cmt—>—(oyPy + @D, +agPy), Gl—>— e p*. (49b)

c
Glu. (48) fiihren, also zusammen mit (46) und (47), zu der richtigen Zuordnung
Gt — ph. (49)

Es ist noch zu beachten, dass dem Tensor T* Gl.(8), folgender Operator

entspricht:
T > — calph, (50)

Daher die Regel: Multipliziert man den Operator der Integralkonstanten
Gemit —ca*, so ergibt sich daraus der Operator des zu diesen Integral-
konstaten fithrenden Tensors T,
11. Wir betrachten nun den Drehimpuls, fiir welchen beim Pol- Dipol-
Modell folgende Formel gilt!:
— > > > >
J=c[mu]+[rG]. (51)

(Der Pfeil bedeutet dreidimensionale Vektoren.) Versuchen wir diese For-
mel auf die Diracsche Theorie zu {ibertragen, so wird dabei eine bemerkens-
werte Anderung notwendig. Den Ausdruck fiir den Drehimpuls hat man
namlich in der Quantenmechanik so zu wihlen, dass er eine Konstante

der Bewegung ist. Betrachten wir zundchst den zweiten Term von (51), so
= =
hat man in der Diracschen Theorie G nach (49) durch p zu ersetzen. Man

-
findet dann, weil p konstant ist:
d > d == =* =
4 {81 L [rp)=[upl. (52)
Fiir den ersten Term von (51) ergibt sich mit (46) und (47):

>> The = >
c[ru] = 9 [aa] ’ a = (ay, 0y, ag) . (53)

! Vgl. B, Formel (8g).
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Daraus folgt nach kurzer Rechnung:

d == ih 4 ~~ =
?1;( [nu])—>TES—[aa]:—2[up]. (54)
Waihrend also der Ausdruck (51) beim Modell eine Konstante darstellt,
wird dies in der Diracschen Theorie erst dann der Fall, wenn man den
ersten Term mit | multipliziert:

J—>Lefrul+lrpl. (55)

Wir schreiben dieses Ergebnis in Tensorform, unter Beriicksichtigung von
(46) und (47), und erhalten:

JH —ge g 4 Pl o % (o0t ato0? — do® oot ). (56)
Multiplizieren wir nun diesen Operator, dem Ubergang von Gl. (49) zu (50)

entsprechend, mit —co? links!, so ergibt sich der zu F™ entsprechende
Operator:

ihc
Fwy > crvarpy — crV alpt — 1 o (0o M it 00 — 0o Y Ol M), (57)

was genau zu GI. (11) fiihrt.

Es ist bemerkenswert, wie der beim Drehimpuls des Modells fehlende
Faktor 5 durch die Einfiilhrung der Diracschen Matrizen richtiggestellt
wird. Auch die andere Schwierigkeit des Modells, ndmlich das verkehrte
Vorzeichen des Drehimpulses?, ldsst sich formell beseitigen, wenn man GI.
(51) so schreibt:

- >> >>

J=[rG]—c[uax]. (51°)
Dagegen bleibt der erste Term von (55) bei einer Vertauschung der Fakto-
ren unverdndert, vgl. (46) und (47):

— >=> 1 > >
J—=[rpl+ 5 clun]. (55)

Diesmal soll man also den klassischen Spinausdruck beim Ubergang zu

den Diracschen Matrizen mit dem Faktor ~% multiplizieren. Daher ist

das beim Modell auftretende Vorzeichen des Spinausdrucks wnwesentlich;
und dadurch ist auch diese zweite Schwierigkeit des Modells entkriftet.

' In (50) war die Reihenfolge der Faktoren belanglos.
? Vgl. B, Abschnitt 4, § 4.
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Ev cuveyeia wponyoupévne doyasing Tob ypdkpovrog EpcuvivTon of vépor Tiig duoc-
TNPACEWS TG %WNTIXFig pomiig xol Tig nwhoewg Tob xévrpou Bdpoug elg Ty Jewplav
70U poyvnTivod fhextpoviov (Dirac). Mpoxdmrovy dmotehéopata dvdhoye mpodg Ta
ehpedévra elg Thy eldueyy oyeTiedTnTe:

“Ovay d&v Omdpyouv 2Ewtepinal Suvdusig (usuovwudvor sborype), dmdeyer ele
yTiouppeTomOg TavvoTs got@y JMY, 6 6molog Tmapapéver oTadepds dv TEH yedve.
Al Tpeic ywpeal cuvioTdour TOU TavueTob adTol TauTilovTor ME TRG GUVIGTWGNG
THe wwnTwdic pomiie, dv® of punTol cuvioTédoo 6dnyoly elg TOv vépov THg edduypdp-
pov xwhcewe Tob xévreou Bapous. To xévtpov Pdpoug xal 7 dowTepid xvnTiey EOTN
peTaPdAdovTaL LeTE TOU GUOTARATOG GUYTETAYMEVWY GTwg dxpLds xal elg Thy eldt-
XNV GYETKGTH T

T ehpedévra amoredéopata ebploxovtor elg oTeviy oxéow pe Ta loydovra
70 mohodiwoldy wEdTUTOY TOD ayvnTIXeD 7AexTpoviov, weoxdTTOVTR % TEY TEAEL-
Tatwy 3 dpxppoyiic Tob Eudpatos T dvrisTouylug.

METEQPOAOTIA. - ®ouvopevo Pooeiov oéhoog év “EAMMGOL T 24" nal 297
Maotiov 1940,* 670 Zv. HAaxidov, 'AA. Xovodvdn xai Muy. Avacra-

auddov. "Avexowddn Vo tob % Kovor. MaAtélov.

Thv 247V mapedddvrog Maptiov mapetnenidnoay v EArddr pawdpeve Popetov
oéhaog (Smrind, yewporyvyTind xoh AAextpopayvnTind), Thy 38 297 Tob adTob wyvog
wopsTneRdnoay énlong avricTouxe eawdpeve, whny T&y OmTiedy. Tag mapatnpiosig

TabTog ApBAVOEY THY TLLYY VX AVAXOWDCWUEY XATWTERW :

A’ ASTPONOMIKAI ITAPATHPHSEIS

('Avaxoivwoig tod xodnyntot Eravgov IAaxidov).

‘H xave why Eomépay Tiig 247 Maption 1940 onpeiwdeicn Eppdvioig Bopeiou
i . £ € ’ 3 A ~ ’ 3 ~ A\ \ ~ \
céhaog elvar 7 deutépw Bvtog TOY TeAeuTatwyv ET@V, etk TNV TwopxTnendeloay Ty
257 “Tavoverplov 1938 2
To pawdpevov Tolto, 6mep, B¢ YVwoTdy, omavimg civon GpaToy &mwd T& Npérepn
TAKTY, ToapeTneNdy %ol zote ThHY Tweoxelpévny wepimtwow edpdTata xad dmacay

v EXNéda amd viic Opdune péxpr i Kphtne. Eig vobto ocuvéPadov Tdoov H

U IToaxvixa ‘Axadyulas "Adnvaw, 14, 1939, ¢. 540.
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