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MA®HMATIKH ANAAYZIZ.—Sur un cas de ’égalité et de l'inégalité
des puissances des ensembles®. Note de M. Spyridion Saranto-
poulos. *Averovidrdn vmwo «. I'. Pepotdvdov.

1. M. BoreL dans un livre? de la réputée collection, qu’il dirige, écrit:
«Etant donnés deux ensembles A et B, nous désignerons par A, une partie

1 Znpetworg I. Kakitoovvdny. !

* ¥, TAPANTOIIOYAOY. — Ilepi m&gs nepintdicens Tig ioédtntog nal Tiig &vicdtnrog téHHv Suvé-
NEQV TRV GUVOAWV.

? Legons sur la Théorie des fonctions, 1914, p. 102-103,
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aliquote quelconque de A, c'est-a-dire un ensemble comprenant uniquement
des éléments de A, mais ne les comprenant pas tous; de méme B, désignera
une partie aliquote quelconque de B. Cela étant, si 'on compare A et B,
quatre cas sont logiquement possibles et s'excluent réciproquement :

1° 11 existe un A, ayant méme puissance que B, et il n'existe pas de
B, ayant méme puissance que A.

2° 11 n'existe pas de A, ayant méme puissance que B et il existe un
B, ayant méme puissance que A.

3° Il existe un A, ayant méme puissance que B et aussi un B, ayant
méme puissance que A.

4° Il n’existe ni un A; ayant méme puissance que B, ni un B, ayant
méme puissance que A».

« ... 1l est clair que ces deux premiers cas, non seulement sont logi-
quement possibles, mais sont réellement possibles;... La question qui se
pose maintenant est la suivante:

Lorsqu'on est dans 'un de deux dernier cas, peut-on affirmer que les
deux ensembles A et B ont méme puissance?

Nous allons démontrer qu'il en est ainsi dans le troisiéme cas?; mais
dans le quatriéme cas, nous ne savons rien. C’est une gnestion qu’il serait

tres tmportant de résoudre; car, . .. ».

2. Clest sur ce quatriéme cas que je m'occupe ci-dessous et je donne
une réponse compléte sur ce sujet si intéressant.

Mais quand dit-on que deux ensembles ont méme puissance? D’aprés
M. G.CANTOR qui a introduit la notion de la puissance dewx ensembles sont
dits avotr méme puissance lorsqu’on peut établir entre lewrs éléments une
corvespondance telle, qu’a tout élément de chacun d’eux corresponde un élé-
ment et un seul de I’autre.

Il est clair qu'on peut comprendre une correspondance partielle, c'est-
a-dire on peut établir une correspondance univoque et réciproque entre
les éléments d’'une partie de 'ensemble A et d'une partie de 'ensemble B.
(Bien entendu on suppose que ni A, ni B soit nul). Il suffit, p. ex,, de faire
correspondre une élément del’ensemble A a un élément de 'ensemble B. Par

* La démonstration de ce cas a été indiqué a M. BOREL par M. G. CANTOR au Congrés
de Zurich (aofit 1897), mais elle est due & M. FELIX BERSTEIN; elle a été donnée pour la pre-

miére fois dans le séminaire de M. CANTOR, & Halle,
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suite on peut accepter que, étant donnés deux ensembles A et B, il existe
un A; et un B; ayant méme puissance.

Si A, contient un nombre fini d’éléments, B, doit aussi contenir le
méme nombre fini d’éléments.

Nous dirons qu'un ensemble A correspond partiellement 4 un autre
ensemble B (ou A a une correspondance partielle dans B) quand A a méme
puissance avec une partie aliquote de B. Nons désignerons cette relation
en écrivant A<<B ou B>A. Le symbole donc << ne veut pas désigner, que
les éléments de A sont aussi des éléments de B, mais tout simplement qu'il
existe une correspondance partielle.

3. Cela posé nous remarquons que, étant donnés deux ensembles A et B
tels qu'il n'existe ni un A, ayant méme puissance que B, ni un B, ayant
méme puissance que A (hypothése principale), quatre cas sont logiquement
possibles:

1° A<B, et A;<B
2° A<B, et A>B
3> A>B, et A>B
4° A>B, et A;/<B

I¢ cas.— Dans ce cas on suppose que A correspond partiellement a B,.
Cela signifie que A a la méme puissance avec une partie B, aliquote de B,
et par suite de B, chose qui ne peut avoir lieu d’aprés ’hypothése principale.
Par conséquent A et B n’existent pas.

Si l'on fait une légére modification sur 'hypothése 1° en désignant par
A, et B, des parties des ensembles A et B mais non nécessairement aliquo-
tes, c'est-a-dire qui puissent coincider avec A et B, on peut avoir un résul-
tat positif. En effet, sous cette condition si 'on veut ne pas étre en contra-
diction avec hypothése principale on peut accepter que B, coincide avec
B. Alors A aura méme puissance que B. D’autre part si A n’est pas composé
d'un nombre fini d’éléments, on peut faire soustraction d'un ensemble A,
dénombrable et par suite trouver un autre ensemble A; qui aura, comme il
est connu, méme puissance que A. Mais alors il existerait une partie ali-
quote A; de A ayant méme puissanee que B, ce qui est en contradiction
avec I'hypothése principale. Donc A et B sont composés d’un méme nombre
fini d’éléments et B, doit coincider avec¢ B.

Remarque. Dans ce cas on remarque que 'hypothése A;<<B a été faite
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sans qu'on en ait besoin. En effet dans le cas résolu par la négative, cela va
sans dire. Dans lautre cas I'hypothése A;<<B se remplit par elle-méme.

2éme cqs.— Ce cas ne différe pas essentiellement du précédent parce que
I'on suppose de nouveau A<<B,; par conséquent ou bien A et B n’existent
pas, ou bien ils sont composés d'un méme nombre fini d’éléments. Dans ce
dernier cas la condition A;>B ne peut avoir lieu que si A, coincide avec
A. Autrement A et B 'n’existent pas.

3¢me cas.—Ce cas ne différe de 1* que par 'échange de A et de B. Donc
la méme conclusion.

47 cqs. On remarque tout d’abord que ce cas a lieu quand A et B sont
composés d'un méme nombre fini d’éléments; on peut avoir en méme temps
A>B, et A;<<B, A, et B, désignant des parties aliquotes de A et de B;
I'hypothése principale est aussi remplie. Ce cas n’a pas lieu quand A et B
sont composés d’'un nombre fini d’éléments, mais non le méme.

Mettons ce cas partiel & part; supposons c'est-a-dire que A et B se
composent d’'une infinité d’élements.

Dans ces conditions on remarque que toute partie aliquote A, de A con-
tenant A; a une correspondance partielle dans B, car autrement ou bien A,
a une correspondance compléte, c'est-a-dire a méme puissance que B, ou
bien B a une correspondance partielle dans A,. Mais si 'on accepte que A,
correspond complétement a B on est en contradiction avec Phypothése prin-
cipale d’aprés laquelle il n’existe ni une partie aliquote de A ayant méme
puissance que B. Si 'on accepte que B correspond partiellement dans A,,
on est devant le 3™° cas et par suite ou bien A et B n’existent pas, ou bien
ils sont composés d'un méme nombre fini d’éléments. Cest le cas que nous
avons mis a part. Donc A, contenant A, correspond partiellement a B. (Si
A, est une partie de A, il aura une correspondance dans B a fortiorz).

Cela posé, on peut choisir 'ensemble A, infini, tel que Pensemble A—A,
soit dénombrable. Soit B, la partie aliquote de B qui a méme puissance
que A,. Désignons par A, et B; les ensembles A—A, et B—B,. Nous aurons

(M A=A, +A; et B=B,+B,
L’ensemble A, est a cause de 'hypotheése faite, dénombrable. Je dis que B,
doit étre aussi dénombrable. Si 'on suppose le contraire, on peut partager!

! On ne suppose pas que B, soit un ensemble fini, car alors B, aurait méme puissance

quwune partie aliquote de A, et par suite, a cause de (1), B aurait méme puissance qu'une
partie aliquote de A; mais cela est contradictoire 4 Phypothése principale.
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B; en deux ensembles B, et B, donc I'un, p.ex. B,, soit dénombrable!. Mais
alors puisque A, et A; ont méme puissance que B, et B, et comme on a

A=A,+A; et B=B,+B,+B;

A aura méme puisssance qu'une partie aliquote B,+B, de B, ce qui est
en contradiction avec ’hypothése principale. Donc B, est dénombrable. I1
en résulte que A et B ont méme puissance.

D’autre part puisque A; est dénombrable, A et A, ont méme puissance
et par suite A, a méme puissance que B. Mais cela est aussi en contradic-
tion avec I'hypothése principale.

On est arrivé 2 cette contradiction en supposant que les ensembles A
et B sont composés d'une infinité d’eléments.

On en conclut que tels ensembles n’existent pas. -

On voit donc que sous I'kypothese principale deux ensembles A et B ne
peuvent exister qu’ & la condition d’étre composés d’un méme nombre fini
d’éléments.
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! B, aurait done, comme il est connu, méme puissance que A; et By serait composé

d’une infinité d’éléments.



