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ANAKOINQZIZ MEAOYZ

FAQEZOAOTIA. — Ilepl tiic AéEewg <Boufoxvhov> mapa t® Arooropidy,
om0 ‘Eop. Zndoaon.

ANAKOINQZEIZ MH MEAQN

FEQMETPIA.— Dje geometrische Bedeutung des analytischen Aus-
druckes der Basis e des natiirlichen Logarithmus, zoz A. I.

A = =
Kokotsakis*. Avexowvéddn Omd 1ol %. “Todvv. Eavddum.

Die Kurve, die die Funktion y==1/x darstellt, ist eine gleichseitige
Hyperbel mit Asymptoten die x und y— Achsen.
Die Funktion:

hat die Eigenschaften der Logarithmusfunktion. Es ist ndmlich:

# ANT. I. KOKOTZAKI, ‘H ysawpetpirf onpacic tig &vaAvtinfig Engpa ¢ thg B&oewg e thv
Pueindv Aoyapidpunv.
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wobei a und f positive Zahlen sind.

af ]
/ dx _ ixx— und infolgedessen

Daraus folgt nun fiir beliebige positive Zahlen ay, oy, ..., av

G Q0. Og. .. Oy Yoy [ o
/ dx _f dx 4 f dx 4 4] Tdx
1 X 1 X 1 X 1 X

und fiir gleiche «

/ dx _, d_x’ bzw. f f—_usw
1 X Ay 2

Wir wollen nun die sogenannte Zahl e bestimmen, fiir welche

f___l

Auf der x —Achse betrachten wir die Punkte Ao mit xo=1 und A,
mit x, =1+ 1/v, wobei v eine ganze positive Zahl ist. So ist Ax,=x,—Xo=1]v
und der Flicheninhalt des Rechteckes Ao A, M', Mo Ao gleich 1/v, wobei Mo
den auf der Hyperbel liegenden Punkt (1,1) bedeutet.

Da aber y,=1/x, ist, bestimmen wir den Punkt A, derart, dass der
Fliacheninhalt des Rechteckes A, A, M’y M, A, auch gleich 1/v ist. Dann
ist Ax,-1/x,=1[v oder Ax,=x,|v und, weil x,=x, + Ax, ist, so folgt:

1 1
X=X, (1+ —] oder x,=(1+—] .
v v

Ebenso bestimmen wir den Punkt A, derart, dass der Fliacheninhalt
des Rechteckes A, A; M’y M, A, auch gleich 1/v ist. Dann ist Axs- 1/x,=1[v
oder Axy=x,/v und, weil x,=x, T Ax, ist, so folgt:

X=X, (1'1‘-1—) oder x,= <1+—1—> )
v v

Und so weiter fiir die anderen Punkte bis zum Punkte A,, fiir welche ist:
23

gilt.
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1 1A
Xy=Xy—1ld 4+ — | ‘gden xv=M1+ =) ,
4 v

und der Flicheninhalt der treppenférmigen Figur

AcAyM'yMy_1... MoMsM;MiM, gleich 1 ist.

[ 1 L8
Pa y,=—=—s Ax,—=— und x,=1 4 — ist, so folat dass:
X4 v v

v
oder y;—=——

Y= Vi1

_1
141/v
und der Flicheninhalt des Rechteckes AOA1M1M: gleich:

v 1 1 .
. g, == A .
Vi X1 v+ 1 = i 1st

Ebenso sind die Flicheninhalte der anderen Rechtecken der unteren

treppenformigen Figur AcAvMyMy—1My—1. ... MMM, M:Ao alle gleich

v+1
(und allgemein:
. 1 el .,
Weil x¢=xo-1 (1+ = ) und Axe= _ ist, so folgt:
1 il v p—i, A v 1
== ; nd yo - Axe= = =
Ye Xo Xe—1 Vv+1 " o - Xe—1 vV v+41 v+41 )

, % 1 v+1 )
Wenn wir noch den Punkt Avqy mit xv4q = (1 + 7) bestimmen,

so erhalten wir die treppenférmige Figur

A Avtt Myt MyMyMo—y My—y - -+ MeMiM; M. »
deren Flicheninhalt ebenso gleich eins ist. Wir bemerken auch, dass die
Inhalte der Flichen, welche von der Hyperbelkurve und der x-Achse

einerseits und den in den Punkten A_, A, A,,....,Av, Av;1 Ordinaten bis
zur Kurve andererseits begrenzt sind, zu einander gleich sind. Dies folgt
aus der Bemerkung

dx _ g :
X
J 1 Xy

weil x,=x%,, X =X,X,,. Xy=Xy-1X, und X-v+1—-—X~VX1
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X

Weil aber der Fléicheninhalt/ dx kleiner als der Flicheninhalt
e

Xy
der oberen treppenférmigen Figur ist (also f i_x < 1), so folgt, dass xv

1

kleiner als die Zahl e ist, fiir welche ax _ 1 gilt.

X
1L

xV'_I_
Im Gegenteil, da der Fléicheninhalt/ t dx grosser als der Fla-
X

1

v41
cheninhalt der unteren treppenférmigen Figur ist (also - >1), so
X

1

e
: g S, 1 d .
folgt, dass xy41 grosser als die Zahl e ist, fiir welche/ ?X———- 1 gilt.
1

Somit gilt schliesslich

1\ 1 v41
(1+ v) £ €L (1+7>

Aus der Gleichheit der Fliacheninhalte:
AA,M,Mo, A;A;M,M,, ..., Ay—1AyMyMy—;
und der Gleichheit der Flicheninhalte:

FA A MMo=FA A MM, =--...=FAy _\A\MyMy_1 = 17

folgt die Gleichheit der Flicheninhalte
F M,MiMo=F M,MsM; = -- .- =F MyMyMy—:-
Deshalb ist die Differenz der Flicheninhalte :
AcAyMyMy—i .... M;M,Mo und AoAyMyMy—1My_1-+ -+ MyMsM; M1 Mo :
gleich dem v- F MoN;M;MiM, .

Fiir v+ 1 bekommen wir mit demselben Verfahren eine andere obere
treppenfoérmige Figur, bei der die obige Differenz

(v+1)- F MoN;NiMo ist.

Aus der Figur erhalten wir:

v F MoN;M;MiMo=v - F MoN;N;Mo + v+ F N;N; Mi MiN; + v+ F N, M; M N,
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und, weil v- F NN, M; MiN: = F MoNON, N1 Mo
= F MoN;N:Mo + F MoN/N; M, ist, folgt:
v FMNi M MiMo = (v+1) - F MoN; NiMo + F MoNN; Mo + v - F Ny M, My N
Weil aber fiir v+ 1 der Flicheninhalt der oberen treppenférmigen Fi-
gur auch eins ist und die obige Differenz kleiner wird, folgt dass:

(4 [,
X X
1 1

. g o
und so wird (1 + 7) mit wachsendem v grosser.

Entsprechend ist bei der unteren treppenférmigen Figur:
(v+1) F MoM M N, Mo= (v + 1) F M.N'N, M, +
(v+1) FNMNWN\N. + (v+1) FN,NIM; N,
und, weil (v+ 1) FNM.NIN;N_ = F MoN'N, N1 Mo
= F MoN'N,Mo + F MoN; N1 Mo
ist, so folgt:
v+ 1) F MoM_M,N,Mo= (v + 2) FM.N'N; M, +
F MoN,N:Mo + (v + 1) F N, N1M;N,
und wird die entsprechende Differenz fiir (v + 1) kleiner als fiir v.
Weil aber der Fliacheninhalt der treppenférmigen Figur konstant

bleibt, so folgt:
(1+ )v+1 ( Gy v+1 v+2 %
/ e :

und wird ( —) mit wachsendem v kleiner.

Lassen wir nun v tiber alle Grenzen wachsen, so entnehmen wir der
Anschauung, dass sich die beiden (mit konstanten Flidcheninhalten), trep-
penférmigen Figuren einander immer mehr nihern, und der gemeinsamen

¥ie
Grenzfigur, mit dem Wert / TX, zustreben, und gleichzeitig die beiden
1

. 1 X" . . A i . .
Gréssen ( 1 T) (immer grosser) und ( 1 7) (immer kleiner) sich

ndhern und dem gemeinsamen Grenzwert e zustreben werden.
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Bei diesem Verfahren ist zu merken dass:

1 i
aus y,=— und y,=— ---- folgt
X, X3
x i 5 2
B B = und i allgemeinen
Ya Xy 12
Yv—1 Z_EL_Z__&__:1+L
Vv Xv—1 Xy

Die durch die obigen Punkte Mo,M,,M,, ... der Hyperbel zu den x
und y-Achsen parallele Geraden bilden ein Gewebe, und durch die so be-
stimmte Punkte noch eine Schar von Strahlen, welche durch den O
Punkt gehen, und eine Schar von Hyperbeln, mit gemeinsamen Asympto-
ten die x und y- Achsen, hindurchgehen.

Die betrachteten Hyperbeln der Schar haben also die Gleichungen:
atisser xy=1 mnoch

1 1 ¥ i
xy::1+7, xy:(l_'_:-), ..... N Xy:(1+7)
v v 2 v v+1

— g asens y = .
vkt VT\vHe Y7\v+1

Mit demselben Verfahren bekommen wir

R | LN
(1_v+1) <?<(1—v+1)'

Es ist noch zu merken, dass der Punkt, in dem die Gerade OM, die

und xy=

Hyperbel schneidet, als Abszisse das geometrische Mittel von

iy LR sl 1\2v+1 iy 1
(1+v) und (1+v> d-h \/(14.7) oder(1+v) ‘/1+7hat'

Wie oben, dann ist die Differenz

ok 1 \v+1 14—
/ ( 'v+1) de -t f ( ) d?x gleich dem
1 1

Flicheninhalt  F MoNN,Mo+v FN,M;M/N, und

f() f(w W ax _

=2 F MoNN,Mo 4+ 2v - FN,M;M/N, < F Mo.MN:iN; ist.
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+__1__2'v+1 1+_l_2v 1_'__l_
Weilaberj<(1 V) d_x_f( V) dx _ v dx |
X X X
b 1 1

1 \2(v41)+1 1 \2(v41) 1
f (1+ v+1) dx f (1+ 'v+1) dx __ L= v+1 dx
R0 S g — und
X X X
1 1 .
1

1

Y ax gy

1 1

F M,M'N:N; 4+ FN,N/M;N; > F M.MiNiN;
1 y2(v+1)+1 1 )\2v41
(o (1+7)
ist, so folgt, dass f . dx '3 f dx 15t
X %
1 1

und infolgedessen

1 2(v+1)41 1 2v41
(1 + ) < (1 + 7) und daraus

v+1

Voo™ < Yerir
°

Also mit wachsendem v wird \/(1 3 1)2"'“ kleiner.

v,
Lassen wir nun wieder v iiber alle Grenzen wachsen so entnehmen

2v4-1
wir der Anschauung, dass sich die beiden bis (1 + ) treppenformigen
v

Figuren, mit Flicheninhalten die obere 2+ i und die untere Q—m)
v

immer einander nihern und der gemeinsamen Grenzfigur, mit dem Wert

e?

dX ! r 1 2v41
= = 2, zustreben, und die Grossen (1 + 7) und V(l + _1_)2v+1
v

2.

(immer kleiner) entsprechend den Grenzwerten e’ und e zustreben werden.

Merkwiirdig bei der Folge ‘/(1 % 1)2V+1 ist, dass fiir v=1 der Wert

v

2y/2d h 28284 ... gilt
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