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ANAKOINQZEIZ MH MEAQN

OEQPIA SYNOAON .— Une application du complété de Krasner sur
les nombres de Priifer, par Lambros Dokas *. °Avexowwddn 1m0
100 *Axadnuainod x. ®il. Buoihelov.

Cette note est comsacrée a la définition des nombres de Priifer
comme un complété d’ensemble N des nombres entiers positifs. C-est-a
dire, on considére I°ensemble N partiellement ordonné par la relation
d’ordre de la divisibilité

«Soient m, nEN, m < n <> m divise n»

Donc, le completé d’ensemble N de Krasner est I’ensemble des nom-
bres de Priifer. Pour faciliter la compréhension du lecteur on commence
par donner les définitions des complétés de Dédékind, Kurepa, Krasner.

1. Complété de Dédékind.

Soit € = (E, <) une structure d’ordre partiel de support E et
soit > ’ordre de E opposé a<. Sia, b € E sont tels que a <b, I’ensemble
{XEE W Sb} sera noté [a,b] et appelé un segment.

On appelle coupure de E tout couple

c = (E,, E,) tel que

1) (Ve,€EE) (Ve € E) e < &
2) (Ve,EE,) [e,<e] = ¢ EE,
3) (Ve,€EE,) [e,<e] = ¢ €E E,

Il est évident que si deux coupures ont une méme classe inférieure
ott une méme classe supérieure, elles coincident. Ainsi la donnée d’une
classe d’une coupure définit cette coupure (et en particulier son autre
classe).

Si e EE posons E,(e) = {xEE: x<e}et E,(e)={xEE: x>el
c = (E,, E,) est dit un saut, si E, a le plus grand élément et E, a le
plus petit élément. Il est dit une lacune, si E, n’a pas de plus grand
élément ni E, de plus petit.

* AAMTIPOY NTOKA, ’Ecappoyn tod cvpmAnpwpatog Krasner eig tovg dpi-
Oupovg Priifer.
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Le plus grand élément de la classe inférieure E, d’une coupure

¢ = (E,, E,) et le plus petit élément de sa classe supérieure E, sont
dits, quand ils existent, les éléments extrémes de ces classes, C (E) étant
I’ensemble des coupures de E, qui ne sont pas des sauts, ordonné de
la maniére habituelle.
[e"=(E), B, < ¢’ = (I, Tty b ', &= B'], seit € (@) = C (E)UE.
Ordonnons C* (E) en ajoutant aux relations d’ordre de E et de C (E)
les inégalités supplémentaires de la forme (E.. E,(e), E,(e)) < e(') et
e < (E(e), E.. E,(e)) pour tous les e E tels que (E.. E,(e), E.le))
respectivement (E,(e), E.. E,(e)) soit € C(E).

Soit ~ la relation d’équivalence la plus fine dans C*(E) telle que
sic=(E, E,) EC(E) et si eEE on ait c~e si et seulement si e est
I’élément extréme d’une des classes E, ou E, de la coupure c.

Le complété de Dédékind de (E, <) est 1’ ensemble ordonné.
€p = (C*(B)/ ~, <). Cette définition est cohérente.

Le support E/~ de €p s identifie avec EUL (E) ot L (E) est
I’ensemble de lacunes de E, E et L (E) étant des sous-ensembles dis-
joints de ce support et 1’ordre de Bp induit, sur chacun de ces sous-
ensembles, son ordre naturel.

2. Complété de Kurepa.

Soient C (E) 1’ensemble de toutes les classes inférieures E, de
coupures.

c=(E, E, EC(E) de E et C*t(E) celui des classes supérieures E,
de mémes coupures. Soit ~ ° la relation d’équivalence la plus fine
dans C (E) = C-(E)UCH(E)UE telle que tout e € E soit équivalent
(mod ~ ) avec toute classe € C (E)UCH(E) dont il est 1°élément
extréme.

On identifiera encore un e € E avec sa classe (mod -~"). On défi-
nira comme suit une relation de préordre dans C'(E) en posant :
e, <e, (e, e, EE) siet seulement sil’on a la méme relation dans E.

(r) B.. Ey(e) = Cx Ey(e).
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e<E,(e€E, E,€C (E)) &« e€E,

E,L{e(e€E, (E,E,) EC(E)) > e€E, ou

e est 1’élément extréme de E,.

e<E,(e€E,(E, E,)EC(E)) > eEE, ol

e est I’élément extréme de E,

E,<e(e€E,E,eCt(E)) > e€E,

E,{E"(E,E,€C (E)) <> E, cE

E, L{E.[(E,E), (E, E, €C(E)] « E, c E,
o E, et E', on un méme élément extréme.

E.<E' [(E, E,), (E,E,)EC(E)]«=E,DE,

E,LE,[(E, E,) ECt(E)] < E,2E,

Soient e€E et ¢ = (E,, E,) € C(E) alors cette définition de préordre
est cohérente et la relation d’équivalence, qui lui correspond, est
precisement ~ °

Déterminons maintenant la relation d’équivalence x =y &= x<y
et y<x du préordre précédent. Il suffit de considérer le cas:

a)x,yEE; b)x€E,yeEC (E); c)xEE,yeCH(E); d) x,yEC (E);
e) xeC (E),yeCH(E); f) x,y e CH(E).

Dans le cas a) x <y et y<x dans C (E) signifie la méme relation
dans E, donc x=y. Dans le cas b) si y=E, et si c=(E,, E,) est
la coupure qu’il définit, x<y 4= xEE, et y<x signifie que x EE,
ou x est le plus grand élément de E,. Ainsi x=y & y=E, (x). On
voit de maniére analogue en remplacant < par >, que dans le cas
) x=y & y=E,(x).

Dans le cas d) si I’on considére x et y comme sous - ensembles
de E x<{y4sxCcy, y<xé&3>ycx, donc x=y < xCy et
NEeX S =Y N

Dans le cas e) si I’on pose x =E, €C (E),y=E,€Ct(E),x<y
signifie que E, = E’; ou que E, et E’, ont un élément extréme commun e,
et yxe> E, DE, = E,c E’,. Mais E, c E’, et E,DFE/,, sont incom-
patibles tandis que l’existence de 1’élément extréme commun e de E,
et de E', implique E’, = E,; ainsi dans ce cas,

x=y+> (He€E) [x=E (e) Ay =E,(e)].
Enfin dans le cas f) en considérant x,y€&C*t(E) comme sous-
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ensembles, de E, ona x{y 4= xCy et ySx 4=y X d’ott resulte
X=Ey€e=>xCy et yEx@xzy;

Soit e € E. En vertu de la définition de ~* on a, si E,(e) € C (E)
respectivement E,(e) € Ct(E), e ~ E,(e) respectivement e ~" E,(e). Ainsi
si les deux conditions sont remplies simultanément, on a E, (e) ~ " E,(e).
Il en resulte x=y=>x ~'y et que tout e€ E est congrii (mod =)
avec toute classe E€C—(E)UC*(E) dont il est 1°élément extréme.
Comme = est une équivalence est comme ~ ° est 1’ équivalence la plus
fine satisfaisant a la condition précédente, = coincide avec ~"

C'(E)/~ ', organisé par 'ordre induit par le préordre précédent et
olt est plongé dans cet ensemble par identification de e € ¥ avec sa classe
(mod ~ "), sera dit le complété de Kurepa de (E, <).

Soient e€FE et ¢c=(E, E, €C(E). Alors, si e ~"E,, E, sera
noté et et si e~ E, E, sera noté e—. Bien entendu pour un e donné
il peut exister ou ne pas exister des E,, E, tels que e ~"E, ou e~"E,,
autrement dit, selon le choix de e, ou bien aucun des e, et n’existe,
ou bien il en existe un seul, ou bien tous les deux existent. Kt si
1= (E,, E,) €C(E) est une lacune, E, et E, seront notés [ et It ainsi,
tout élément e* du complété de Kurepa de E a la forme e*5, ol e* est
un élément du complété de Dédékind de E (dit la valeur dédé-
kindienne de e’), tandis que £ est un des signes {——, 0, +} (ot on
pose e = e* pour tout e € E) et dit espéce de e*.

3. Complété de Krasner.

Soit A un sous-ensemble de E et soit = un ordre total de A,
Sia€A,; Av={EEA a2 x} sera dit le bout final de (A, < ) d’origine a.

La structure ordonnée (A, <) est dite monotone si < est la restric-
tion &4 A de < [auquel cas (A, <) est dite cogrédiente de
(E, <)] ou de > [auquel cas (A, =) sera dite contragrédiente de (E, <)|.

Il est visible que (A, <) ne peut étre a la fois co- et contragré-
diente que si A est un singleton; {a} (ageE). (A, =) estdit asymptoti-
quement monotone s’il existe un bout final A, de (A, <) tel que (Aa, =)
soit monotone. S’il en est ainsi, a sera dit un début de monotonie, si
(Aa, =) ale dernier élément a*, (As, =)= ({a*}, =) est a la fois
co--et contragrédient et (A,, <) sera dit alors asymptotique-
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ment constant. Sinon, quelque soit le début de monotonie a € A,
les (Aa, =) ou bien sont toutes cogrédientes ou bien toutes contragré-
dientes auxqueles cas respectifs (A, <) sera dit as - cogrédient ou as -
contragrédient.

Deux sous-structures as-monotones (A, < ,) et (B, =,) seront
dites équivalentes [(A, < ,) = (B, <,)] si pour tout début de mono-
tonie a de (A, < ,) et pour tout début de monotonie b de (B, =,), on
peut, quelque soit x € A, trouver un yE By, et un z€ A, de maniére
que x = ,z, et y soit € [x, z] [il s’agit, bien entendu, de segment
dans I’ensemble ordonné (E, < )].

Si (A, =) ale dernier élément a* une telle équivalence signifie
évidement que a* est aussi le dernier élément de (B, < ,) et la condition
d’équivalence est bien satisfaite en posan y=z=a*. Si ce n’est pas le
cas, (A, < ,) et (B, <=,) ne peuvent étre équivalentes que si (B, < ,)
n’a pas de dernier élément et (A, = ,) et (B, =,) tous les deux sont
as - congrédientes ou as - contragrédientes en méme temps.

On peut faire correspondre & chaque a = (A, =) asymptotique-
ment monotone un certain élément a du complété de Kurepa de (E, < ).
Si a a le dernier élément a*, on prendre comme a la classe de a*
(mod ~"). Si a n’a pas de dernier élément soit a un début de monotonie
de a. Si a est cogrédient, soit E,={vEE, (VxEA,) [v>x]} et soit
E, ={u€E, (VVEE,) [u<v]} visiblement (E,, E,) est une coupure.

Ce n’est pas un saut, car si K, a le plus grand élément e*, on a pour
tout X€ A, € E, x<e* comme A, n’a pas de plus grand élément, ceci
entraine e*& A, et pour tout x€ A,, x<e* donc e*€E, ce qui est
contradictoire. Ainsi E, est un élément du complété de Kurepa de E, dont
I’espéce est — . On pose dans ce cas, a = E,. Et si a est contragrédient,
soient E,={vEE; (VxEA,)[v<x]} et E,={u€E;(VvEE)] [u<V]}.
On voit encore que (E,, E,) est une coupure de E, qui n’est pas un saut,
car K, n’a pas de plus petit élément, et si 1°on pose a =—E,, a est un
élément du complété de Kurepa de E d’espéce -+. 1l est visible que si
a="h,a=Dh. Onpose a=(A,= ) <b=(B, = ,)si a=b ou s’il existent
des débuts de monotonie a, b de a, b, tels que pour tout x € A, et pour
tout yEBy on a x<y un préordre de I’ensemble M (E) des structures
ordonnées asymptotiquement monotones de ¥, dont = est la relation
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d*équivalence. Exr = M (E)/ =, ordonné pour ’ordre qu’induit le préordre
de M (E) qu’on vient de définir, va étre appelé le complété de
Krasner de E, et noté (E, <) kr [ou Exr si la confusion n’est
pas a craindre]. Un eE E sera identifié avec la classe des a &€ M (E)
as - constante dont e est le dernier élément. Puisque a=b =a — b
(a, bEM(E)). a ne dépend que de la classe C(a) de (mod =) et sera

aussi notée C(a) et dite la valeur Kurepienne de C(a)E Fi.

Visiblement, C<C’ (C, C'€ Ex) implique C<C’. La valeur dédé-
kindienne d(C) de C(CEEw) et son espéce & (C) seront dits aussi
valeur dédékindienne et espéce de C.

Soient € = (E, <) et €' = (E’, <) deux ensembles partiellement
ordonnés et soit f: E — E’ une application de E dans E’.

Soient (’f‘kr =i{iB*, <) ekr = (E*, <) les complétés de Krasner de
€, €". Alors il est possible d’étendre canoniquement f a certains e*€ E*,
Soit a = (A, = )Ee*. On dira que f est définie asymptotiquement
sur a, s’il existe un a € A tel que les images inverses des e'E f(A, ) soient
toutes des intervalles de A,.

Dans ce cas, ’ordre = de a induit un ordre sur f(A.), en posant,
pour tous x,yE A, f(x)= f(y) &> x <=y (cette définition est cohérente,
car £~1,(f.x) N1 A. est un intervalle de A,).

Notons cet ordre = ; et appelons f.a, = ({(A.), = f) une image
asymptotique de a. Alors on a le Lemme :
Si tout a € e* possede une image asymptotique f(a,), qui est asympto-
tiquement monotone, tous les images asymptotiques de tous les a € e*

sont congrus (mod =).

ILa définition précédente peut s’étendre aux fonctions

f: E,xE,x... xEs - E° de plusieurs variables en posant, si
€= (E:, <i)E, x€E,x...x Es:(E,szx...xEs, <), ou lor-
dre < est tel que

(e, € ..., e5)< (e €5, ..., &’s)e=>e,<e’, & e,<¢e", & ... & es < e’s.
En particulier si E, = E,= ... =E;=E'=E, { est une loi de compo-
sition (S-aire) définie sur E, et le lemme précédent donne la condition
nécessaire et suffisante pour que cette loi puisse étre étendue i un
e* € Ei pour le précédé décrit.
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§ 2. APPLICATIONS ALGEBRIQUES DU COMPLETE DE KRASNER

I. Nombres de Priifer.

Appliquons ce qui précede a4 quelques cas particuliers.

Soit d’abord, E 1’ensemble N des entiers rationnels non-négatif
ordonné par Iordre m<n <= m divise n; cette notation sera notée m/n.
Montrons que cet ensemble partiellement ordonné ne comporte aucune
lacune e = (E,, E,) étant une coupure de E; il resulte de la définition des
coupures que si m,, m,,...m; sont € K, leur p.p.c.m. m=(m,, m,,..., m; )
divise tout n € E, et que si n,, n,,...n; sont €K, tout m € E, divise
leur p.gicid n= {ni, 1y, weselli } T'rois cas sont possibles :

1) E, =@, aloré Ey=E = N, denc E, posséde le plus grand
élément 0.

2) Bec { 0 } Alors, tout m =0 divise I'unique élément O de E,,
donc est € E, dans ce cas E, posséde le plus petit élément O.

3) Il existe un n € E, n5~0. Mais alors, tout m € E, divise n. E, n’a
qu’un nombre fini d’éléments, soit E, Z{ml, . otty mi}. Sim=— { my,.. .,mi}
est le p.p.ccm. de m,, ..., m; , visiblement tout diviseur propre de m
est € K, et tout multiple propre m est € E,. Quant 4 m lui-méme, il est
€ E,, auquel cas il en est le plus grand élément, ou il est € E,, auquel
cas il en est le plus petit élément. D’ailleurs, on vérifie aisément que
(E,, E,) ainsi définis constituent dans chacun de ces deux cas, une cou-
pure, sauf si m est une puissance p¢ = 1 d’un nombre premier p, qui est
le plus petit élément de E, (En effet, dans ce cas exceptionnel, E, est
I’ensemble de diviseurs propres de p®, donc de diviseurs quelconques de
pe~! par suite, n € E, a lieu dés que n est un multiple propre de p® ', ce
qui n’exige pas sa divisibilité par p¢).

Finalement, nous voyons que le complété de Dédékind de (N, <)
coincide avec cet ensemble ordonné et que son complété de Kurepa est
I’ensemble des ¢t (£ = —, 0, +, cEN) ou, toutefois, sont absent 0F, 1~
et les (p¢)~ (ol p est un nombre premier). On voit donc que ces sont des
structures 4 peine plus riches que (N, I)= (N, <).

Il en est tout autrement du complété de Kranser qui n’est autre
chose que I’ensemble bien connu des nombres de Priifer.

En effet, soit e* un élément de (N, <)xr et soit a= (A, <) un

représentant de e*. On peut supposer (en remplagant, au besoin ce repré-
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sentant par un de ces bouts finaux) que a est monotone. Si a est contra-
grédient ou bien A = { 0 }, auquel cas a*=0 est son dernier élément,
ou bien A = { O} auquel cas il existe un a0 tel que a < implique
B/a. Comme a n’a qu’un nombre fini de diviseurs propres, il en resulte
que A posséde le dernier élément a* et, par suite, e* =a*

Si a est congrédient et a un dernier élément a* on a encore la
méme égalité.

Supposons maintenant que a est congrédient et ne posséde pas de
dernier élément, si a et a’ sont deux éléments (forcement non nuls) du
support A d’un tel a et si a = x < a’, x divise a’. Donc le nombre de
tels x est fini. Par suite A est une suite dénombrable par rapport 4 son
ordre <, qui, par hypothése de monotonie et de cogrédience, coincide
avec <. On peut donc écrire A ={al, Ao oo o ,} oll pour tout
= {1, 2, } ...ai/aj+; et inversement toute suite de cette forme
ordonnée par la relation a; < a; = 1< j, et le représentant de quelque
élément de (N, < )r n’appartenant pas 4 N. Si p est un nombre pre-
mier, soit Wp(a; ) I’ordre de a; par rapport 4 p. Puisque a; /aj4; on a
wp (air1 ) > Wp(a; ), donc Wp(a;) est une fonction croissante (en sens
large) de i. Ou bien elle est bornée, auquel cas, elle devient constante &
partir d’un certain rang, ou bien elle croit indéfiniment. On va définir
Wp(A) comme la valeur constante limite de Wp (a; ) dans le premier cas
et comme oo dans le second cas. (en posant n < 4o pour tout entier
fini n). Si b=(B, =) est monotone et si a=Dbh, b est cogrédient sans
derniers élément, donc B={b,, b,, ..., b; , ...} ott by/by/by/ ... /b /biys...
et quelque soient a; E A, et j, on peut trouver bjEB, out j>j,, et
axk €E A tel que a; < bj<ax autrement dit a; |bj|ax. Ceci montre que
Wp(ai ) < Wp(bj) < Wp(ax), d’ ol resulte Wp(A) < Wp(B) < Wp(A)
et Wp(B) = Wp(A). Vice versa, si pour tout p, Wp(B)= Wp(A),ona a=b,
en effet, sont a; EA et soit a; =p,"* p,"2 ... ps® la décomposition
de a; en facteurs premiers. On a par définition wy < Wy, (A) =W, (B)
o=y ivmwapmsis

Ils existent donc des indices j,, j,, ..., js tels que qu(b,-q)z Wq
fgs— P "
Mais alors, si j, est un indice donné d’avance, et j = max jq, on
0 <q s
a j2jo et pour tous q=1, 2, ..., s Wy (b;)2> Wp, (bj,) 2 wq d’ott

resulte a; /bj.
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En échangeant les roles de a et de b, on voit qn’il existe aussi un
indice k tel que bj/ax, ce qui finir de prouver que a = b.

Il en resulte que la classe d’équivalence e* de a = (A,= ) monotone et
sans dernier élément (la valeur kurepiénne d’un tel e* est forcement 0—.)
est parfaitement définie par la fonction p—> Wp(A)(p=2,3,5...)
ol p parcourt I’ensemble P des nombres premiers. Or, on peut écrire cette

fonction sous la forme de nombre de Priifer []p%¥r ) (notation).
peP

On va identifier e* avec ce nombre de Priifer. Quand e* parcourt
les éléments de (N, <)kr de valeur kurepiénne 0, le nombre de Priifer
correspondant parcourt tous les nombres de Priifer, qui sont & N. En

effet, soit [Ip"r [w, E N U {+ © }] un tel nombre de Priifer et soient
pEP
Py Doy «oey Di-.. 1< L <4 o tous les nombres premiers, rangés dans.
Iordre croissant, tel que w, > 0 [en particulier, si I, < 4 o un au moins
de wy, doit étre = + oo ]. Alors si I’on pose a; = [Ipq W L, Ve
‘ q<min [i41, L]

on a Wp(a;)= 0= wp, si p n’est pas de la forme p,(q<L), tandis
que Wpq(a; ) = 0 ou Min [i, wp ] selon que L<q ou i 2>q.

Si I’on pose A = {a,, B3 ,} on a donc pour tout p Wp (A) = w,.

Quant aux nombres de Priifer €N, ils coincident visiblement avec
les éléments de (N, I)kr d’espéce O.

Il est visible que la divisibilité habituelle des nombres de Priifer
coincide avec leur ordre en tout qu’éléments de (N, I)kr et que les opé-
rations habituelles de leur produit, p.g.c.d et p.p.c.m. sont des extensions
des mémes opérations dans N par la méthode indiquée plus haut.

Drailleurs ces opérations sont définis pour des ensembles quelcon-
ques de nombres de Priifer et non seulement pour les ensembles finis.

En particulier, tout nombre de Priifer q = [[p¥r est produit de
ces composantes premier p¥p. 1Y

Notons Pr (N) I’ensemble des nombres de Priifer ordonnés par leur
divisibilité.

On constate sans difficulté, que cette structure ordonnée n’a, non
plus, aucune lacune et que, par conséquent, les completions de Dédékind
et de Kurepa 1’ enrichissant trés peu. Par contre il utile de considérer,
en vue des certaines applications, son completé de Krasner dont les élé-
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ments seront dits les nombres semi-priiferien. Cela sera fait dans un
autre travail.

2. Les Priiferiens des anneaux

A etant un anneau quelconque, soit (J(A), <) I’ensemble des
ideaux 4 gauche de A ordonnés par anti-inclusion (a< b << a > b)’
si I’on applique le méme procédé de construction, on obtient un ensemble
qu'on peut appeler Priiferien a gauche de A et noter Prg (A). Bien
entendu, sa structure dépend grandement de celle de 1’anneau, méme dans
le cas commutatif.

En particulier, Pry (A) peut comporter, en général, non seulement
les éléments des espéces 0 et — , mais aussi ceux d’espece -, et les en-
sembles d’ideaux 4 gauche de A, qui définissent, ces éléments, ne sons
pas, en général, des suites dénombrables mais des ensembles de cardina-
lité quelconque totalement ordonnés par rapport a 1’ inclusion < .

Les regularités dans la structure de A se traduisent, d’une maniére
plus ou moins explicite, dans la structure de son Priiferien. Ainsi, si A
est noetherien, les éléments de son Priiferien admettent, dans une cer-
taine mesure, la décomposition composantes primaires, et la condition
maximale équivaut (méme dans le cas non-commutatif), & la non-exis-
tence des éléments € Prg (A) d’espéce Kurepienne .

Si A est non commutatif, on peut définir d’une maniére analogue
le Priiferien droit Prq(A) et & partir de ses ideaux bilaters le Prii-
ferien central Pr.(A) de A. En construisant les complétés de
Krasner de ces Priiferiens, organisés par I'ordre de divisibilité par celui
< de J(A) on obtient des ensembles plus larges qu’on peut appeler les
semi - Priiferiens gauche, droit et central de A. IL’étude de structure de
ces ensebles ne fait pas objet du présent travail.

Si A est un anneau commutatif dédékindien les éléments de Pr(A)
peuvent étre identifiés comme dans le cas A =7, avec les ideaux Priife-

riens [Ip"r olt W:p—> w;, est une application quelconque de J (A) dans
PEJ(A)

NU{+o}.
Drautre part, on peut faire une construction analogue en partant
des ideaux principaux de A, ce qui donne Prgy®™(A), Prqa® (A), Pr. ™ (A)
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qu’on appellera priiferiens principaux gauche, droit et central de A; il
s’agit dans ces cas respectifs, des complétés de Krasner (A /g; Jg),
(A/ea; Ja), (A/e, J) ot &, ea, € sont les demi-groupes des unités 2
gauche, droite, et bilatéres de A et Jgz, Ja, J sont des relations
aJgb <= (HcEA)[a.c=D] aJab <= (AcEA) [ca=D]

alb<=(aJgb) A(aJab). Si A est un anneau factoriel, dont P est ’en-
semble des éléments indecomposables Prg®™(A) = Prq®(A) = Pr. ™ (A)

s’identifie avec I’ensemble des éléments de Priifer [[p"r de A.
pEP

Il sera montré ailleurs que differents Priiferiens des anneaux peu-

vent étres utiles en theorie de modules.

3. Eléments limites d’un groupe sans torsion ou d’un p-groupe.

Donons encore un exemple de complété de Krasner. Soit g un groupe
sans torsion, e son unité et soient a, b & g. Posons a<b s’il existe un
entier naturel tel que a®=b =£a; cette relation est manifestement transi-
tive et antiréflexive. Elle est aussi antisymétrique, car a<b et b<a
impliquent 1’inégalité a=s£b et I’existence des entiers nm qui sont > 1
est tels que a®"=h, b®=a; mais alors, on 2 a = b™ = (a® )" =a"-m
n.m==1 donc a—e et b=e*=e=a.

Les éléments de (g, <)kr qui sont & g seront dits les éléments
limites de g. En particulier, ceux d’espéce — seront dits les d i v i-
seurs limites de g et ceux d’espéce -} les multiples limites de g.

La construction analogue peut se faire dans un p-groupe infini g
(c’est-a-dire un groupe infini tel que les ordres de tous ses éléments
soient puissance de p), en posant a < b 4= a® =b =£a ol n est une
puissance de p, seuls les diviseurs limites existent dans ce cas, et il
semble que dans le cas abélien leur introduction puisse étre utile pour
I’étude de groupes periodiques p-primaires. L.a méme construction, quand
n est quelconque, peut étre faite dans un demi-groupe D, qui sont sans
torsions. C’est-a-dire telles qu’un a €D non idempotent (a® #a) ont
toutes ces puissances a', a’,..., al,... différentes.

Si I’on se limite aux n puissances d’un nombre premier p la méme

construction s’applique aux p-demi-groupes.
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WMEPIAHYIS

Eic miv magotcav fgyaciav doyxolovpeda pne wiav Egaguoynv tod cvumin-
oduatog (complété) KRASNER. ‘H égaguoyn avry dgood elg tv dewolav tdv
aotdudv PRUFER. *Amodeixviopev dnA. tu 10 ovvolov tdv aoidudv PRUFER
glvor 10 oupmAnowua KRASNER thv wi) dovnux®dv dxegaiwv doududv dateta-
yuévaov neoueidg ng oyforv drardEewg Exelvny tilg drawgerdrnrog.

Ata 10D tedmov avtod xadlotatar @avegd 1 onuacia tiis évvotag tod Mg dve
cupumAnoduatog, THv gloayoynyv tol oOmolov Emetvyousy €lg moonyovuévag foyoa-
otac fudv. Eig xownv goyaciav uera tot Kadnynrot M. KRASNER moottdépsdo
Snwg dwompev meQuLtéom EpaQuoyny tol cvuTANEdUaTog TOUTOV.

‘H &v AMdyw xow) 8oyacta fiu®@v petra tiig magovong amorelodv oltw ovu-
BoAnv eigc v xahovpévny dewolay tdv Sopdv tdtewg (structures d’ordre).
Awe tv edxodwtéoav notavémety &x péeovg Tod Gvayvdotov, EdemeNoaney oxndmi-
pov dmmg mEoTdEwUEY cuviduws tag Evvotag cvumAngopdrov t@v DEDEKIND,
KUREPA (¢ xal t@v fpumoaypatix®y aoududv, yevixevory t®@v 6molwy duo pegr-

x®g datetaypévo ovvola dmetéheoe 10 ovumAompo KRASNER.



