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MAG®HMATIKH ANAAYZIZ. — Sur une propriété de I’hypocycloide a
' trois points de rebroussement de Laguérre, sar Th. Varopou-
Tos*. “Avexowdidn vxd tob % K. MaltéCov.

Je me propose de traiter un probléme qui m’a été suggeré par un tra-
vail de M. G. Xyroudakis qui va étre publié au Bulletin de la Société
Mathématique de Gréce; a savoir ‘

1. Posons
sin A +sin B+ sinC=1) \
. cosA +cosB4cosC=p, A4+B+4+C==n
A, B, C, étant les angles d'un triangle; on a
i y 4
O0<hig __31/%3
2
Lsips —g~

Sott (D) le rectangle de cétés ) et p; il se pose la question:
«Le point P(u, X) remplit-il tout le rectangle? >
Donnons-nous p et &; on a:
.. A+B A—B AR
2 sin 3 [cos 5 —+ cos 5 ]_A

N ED [ ops 28, gppiddBleay o 4%
2 3 e 7 ’

2 cos

—B et posant A;B :“;C _——
/

(1) A—(n—1)tgu=2sin 2u
ou, en*posant tgu=t,
(2) (u—'l)t&—?\ 24+ (u+3)t—A=0

et, en éliminant cos

Cette équation admet comme pacines cot—;A—, cot %, cot—g—, qui sent~
reelles et positives. "
Le premier membre de (2) doit avoir 3 wariations, ce qui entraine
n=1, A=0
Réciproquement, si (2) admet trois racines réelles et positives, /e friangle

existe, et A, p conviennent.
¥ A B
P

—g—— et les relatfons entre les coefficients et les racines donnent:

En effet, on en déduit les valeurs —g—, comprises entre 0 et

# QEOA. BAPONOYAOY, Mepi tivog iSidtntos Thg dnonvuirceideds TpidV onMeinv &vankpdewg Tod
Laguerre.
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: A B T
COt—2‘+ COtT_l— COt——z———COt B cot 3 cot B}
ou
cotho, A+B+C=n

2. Zout revient a exprimer que (2) a ses racines réelles.

Remplagons et & par x et y; 'équation
(2°) -1t —yt+1)+x+3)t=0
represente une droite: k

L’équation (2) exprime que cette droite passe par P(u,}).

Ilya tro;s (qlroites passant par P, donc Penveloppe (H) de la famille
de droites dependant du parameétre t
. est une courbe de troisiéme classe

La pente de la droite est t, donc
les trois droitesﬁfont‘, avec l'axe des
x, les angles:
oA o B T C
2 ! 2 ! 2

dont la somme est constante et égale

a n. Cette propriété caractérise I’ hypo- c
cycloide @ trois points de rebrousse-
mentst de Laguerre.

On place aisement cette courbe en

donnant a u des valeurs particuliéres | O o
L 2y -
05 31
: ; : Q (1,2)
ce qui donne la figure. V3
. . R 3 O3 Lo =
Pour quw’on puisse mener trois tan- fs>=
S (1,0)

gentes a la courbe (H) il Jaut et 7l

suffit que P soit dans la région hachurée, ce qui exige

A< _ﬂg_s u< %

La figure répond a la question posée, et a d’autres de méme nature,
lunites de \p, de A+ ele.

3. Remarque— On obtient aisement Péquation de H en cherchant len-

veloppe de la droite (2°) ou

L Sur quelques propriétés de I’hypocycloide i trois points de retroussements
(Bulletin de la Société Mathématique de France, 1899, et (Buvres de Laguérre, t. II, 1905).
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y—(x—1) tgu=2 sin 2u
En adjoignant a cette équation, la derivée par rapport a u
—(x—1)=4 cos 2u cos? u
et en resolvant en x ety, on a
[ x=—2cos2u —cos 4u
| y= 2sin 2u—sin 4u
ou, en ;‘empla(;:ant 2u par ®—v
[x=2cosv—cos 2v
|y=2sin v +4sin 2v
courbe décrite par un pointe d'une circonference de rayon 1 roulant a Uinte-
rieure d’une circonférence de rayon 3.

On obtient immediatement ces équations, sans calculs, en remarquant
que (H) es? le liew de points P(w, \) pour lesquels le triangle est isocéle, puisque
Péquation (2) a une racine double. )

On a alors: B=A, c=ax—2A et

[ A =sinA 4 sinB + sinC =2 sinA + sin 2A
| p= cosA +cosB+cosC = 2cosA—cos 2A

(H)

4, Soit, encore, sin A+sinB4-sin C=A
cosA—+cosB4-cosC=p
Si le triangle est isocéle A=B=un, C=x-2u et

A=2sinu + sin 2u

p=2cosu—cos2u
et le point P(w,X) décrit un arc d’une hypocycloide & trois points de rebrous-
sement (H) O<u<n)

Si on fixe C, on a

l:2cos%"p+sinC p':cosA_B
soe (€ 3 .. C
pz?SlnTp—l—cosC sm?<p<1
Le point P(w,A) décrit un segment de droite qui est tangente a (H) au
point p=1, u= n;C ;

On vérifie que ce segment balaie I'aire définie plus haut lorsque C varie
entre 0, et m.
OEPIAHYIE
"Av A, B, T elvor ai yowviow torydvon, xal ted
A=npA +nuB4qul’,  p=ovvA + owvB 4 oI
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zé7e elvar YvwoTdy, 61t T0 onpeiov (U, A) dosider va elplonetar wdvrate dvrde 7o

dpdoywviov (A)
1=p="p

3T .
——

[ ]
Zrou Sk tplywvoy (T) tuxov dvriorouret &v onueiov P 1ot dpdoywviou (A).
Tieron 10 Crftnuo &y loyvy o dviiorpopov.

: 0<A<

Andadn v 16 onueiov P, ) xaldmry Siov 16 dpdoydwiov (A). ‘H dmdvrnog
glc 10 (Atnpa Tobto elvar dovnuwt], Exer 38 oybow pf THv OmoxuxhostdF Tob
Lagueérre, ©yy &yovoay 3 onpeix dvandpews, xod #tic yopantnpiletor Omo T
BétnTog OTL al Tpelg dpamTipevan adviig, of dydpevon &x ompeiov P, oynpariCovy
peT& TOD &Eovog TGV X Tpeic ywvixg dv 10 ddoowsua lvar oradsooy.

‘H Smoxuxdoedig wob Laguérre émrpémer v xadooiodi 1o uboos tov odo-
yawiov (A), reo naivarovy v onueia P (u, ).

Eav R glvac 1 &v onueiov dvaxdupews, xai xavaoxevacdij o dodoydvioy
obTwos xogupal &var T onueio :

(1,0), (2, 0), <1, 3—1/2—?—> <3/2, %—E) (a)

i wdéov, v tomoderndij 1) bmoxvxloedns rov Lagueérre dore va déoyetar dua

02, ® (% 3—V2—3-> , $(1,0) ()

@V onuelwy :

10te 10 péoos tov Gpdoywriov (At) 70 7eLoilduevoy Hmd T@Y TOEWY 6}2 éi 1S
dmonvrloeldods elvar &xeivo 10 Omoiov xalvmreiow “mod tob onuetov P(u,d), xed
armave& elg ©0 ety (frnua.

*Edv, ouvenise, 70 Plu, 1) tomodetndfj &vroc 1ob dedoywviov (A) aAld rds tov
s dvw uégovs, 1éte 0 (W, 1) d&v dvuorougel eis Tolywvor.

NIKOAAOY ®QTEINOY.— *Avaueroijoes xal oradiacuol 1@ doyaiwy.

TFEQPTIKH XHMEIA.— Ai Muravruxal dvdyxar t@v £8aqdv Tod oitov eig
v “EM\dda, 676 Apu. 2. Kavaxovinvos. *Avexowdidn o ». B. Kopnd.

Awx v& xaBoptodolv ol Mmavtiad dvdyrar T@V xalhepyoupdvey ik oiTou
Bapdy clg Tiv ‘EANddx Eyxateotddnony xatk thv meplodov 1930 - 1940 6md ~ob
Kevrpixob "Edagpoloyiod "Epyactyplov &v cuvepyasly petd tév xatk témove yeulp-

Y@V dpy @y 424 TelpdpaTa Mwavoews xatd T6 xAasodv obotnpa o Wagner !

1 ROEMER, Der Feldversuch; Arbeiten der D.L.G. 1930.— PFEIFFER, Der Exa-

kte Vegetationsversuch 1918.
/



